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RESUMO: O presente artigo possui como objetivo apresentar um
modelo analitico que permite a determinacado da equacao que define
a polar de arrasto de uma aeronave leve operando em regime
subsodnico de voo. Basicamente toda a relacao existente entre a forca
de sustentacao e a forca de arrasto, bem como importantes detalhes
sobre o desempenho de uma aeronave podem ser obtidos a partir da
leitura direta da curva polar de arrasto, questdoes fundamentais tais
como o que € uma polar de arrasto e, qual sua importancia para o
desempenho da aeronave sao discutidas em detalhes no
desenvolvimento e apresentacao deste artigo.
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1. Introducao

Uma obtencao precisa da curva que define a polar de arrasto
de uma aeronave € essencial para um o6timo projeto. Durante as
fases iniciais do projeto de uma nova aeronave, muitas vezes existe a
necessidade da realizacdo de uma série de iteracoes e refinamentos
até se chegar a uma equacao ideal que define a polar de arrasto para
o proposito do projeto em questdo. Os conceitos abordados neste
artigo para a determinacao da polar de arrasto sao utilizados na
industria aeronautica e servem como referéncia para a aplicacao no
desenvolvimento de aeronaves destinadas a participar da competicao
SAE-AeroDesign.



2 - Definicao de polar de arrasto e como ela pode ser obtida

A polar de arrasto representa uma curva que mostra a relacao
entre o coeficiente de arrasto e o coeficiente de sustentacao de uma
aeronave completa. Essa relacao é expressa através de uma equacao
que pode ser representada por um grafico denominado polar de
arrasto.

Para todo corpo com forma aerodinamica em movimento
através do ar existe uma relacdo entre o coeficiente de sustentacao
(Cr) e o coeficiente de arrasto (Cp) que pode ser expressa por uma
equacao ou entdo representada por um grafico. Tanto a equacao
como o grafico que representam a relacao entre (Cr) e (Cp) séao
chamados de polar de arrasto.

A polar de arrasto mostra toda a informacado aerodinamica
necessaria para uma analise de desempenho da aeronave. A equacao
que define a polar de arrasto de uma aeronave pode ser obtida a
partir da forca de arrasto total gerada na mesma. O arrasto total é
obtido a partir da soma do arrasto parasita com o arrasto de onda e
com o arrasto devido a geracao de sustentacao na aeronave, assim, a
equacao que define o arrasto total de uma aeronave na forma de
coeficientes aerodinamicos pode ser escrita da seguinte forma.

Cp=Cpy+Cp, +C), (1)

Na presente equacao, o termo referente ao arrasto de onda
Cpw pode ser desprezado durante os calculos do projeto de uma
aeronave destinada a participar da competicio SAE-AeroDesign,
uma vez que esta parcela de arrasto somente se faz presente em
velocidades transdnicas ou supersonicas, o que nao acontece em
aeronaves que participam do AeroDesign que normalmente realizam
voos em uma faixa de velocidades entre 10 m/s e 30 m/s. Dessa
forma, a Equacao (1) pode ser reescrita da seguinte forma.

2

CL

C,=C —
T-e, AR

(2)

DO+

O primeiro termo do lado direito da Equacao (2) representa o
arrasto parasita da aeronave e o segundo representa o arrasto
devido a producdo de sustentacao. De forma a simplificar a presente
equacao, o arrasto de sustentacao pode ser escrito na forma de um
coeficiente de proporcionalidade como mostra a Equacao (3).

C,=C,+K-C,° (3)
O coeficiente de proporcionalidade K é calculado por.

1

K=——— (4)
T-e, AR



Sendo ep denominado fator de eficiéncia de Oswald. Segundo
Anderson [1], o coeficiente de Oswald representa cerca de 75% do
fator de eficiéncia de envergadura e, podendo ser obtido da seguinte
forma.

e, =0,75-¢ (5)

Geralmente para uma aeronave completa, eo € um numero que
se encontra entre 0,6 e 0,8, isto ocorre devido aos efeitos de
interferéncia entre a asa e a fuselagem, bem como devido aos efeitos
da contribuicdo da cauda e outros componentes do aviao.

A Equacao (3) representa a polar de arrasto de uma aeronave,
e, nesta equacao, Cp representa o coeficiente total de arrasto da
aeronave, Cpo representa o coeficiente de arrasto parasita e o termo
KC.? representa o arrasto oriundo da producado de sustentacao na
aeronave.

Um grafico genérico da polar de arrasto de uma aeronave €
apresentado na Figura 1 mostrada a seguir.
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Figura 1 — Curva genérica da polar de arrasto de uma aeronave.

A curva apresentada na Figura 1 assume essa forma genérica
para qualquer aeronave em regime de voo subsonico. A origem desta
forma pode ser facilmente visualizada a partir das forcas
aerodindmicas que atuam em uma aeronave em vOo como mostra a
Figura 2.



cas aerodinamicas atuantes durant

Figura 2 - For e o voo.

A partir da analise da Figura 2, pode-se perceber que para um
determinado angulo de ataque «, a forca resultante aerodinadmica R
forma um angulo 6 em relacado ao vento relativo. Dessa forma, se Re
@ forem desenhados em uma escala conveniente num grafico, é
possivel se tracar a polar de arrasto de uma aeronave como um todo,
pois é certo que para cada angulo de ataque avaliado, um novo valor
de R e um novo valor de 6 serao obtidos. A Figura 3 mostra o

desenho da polar de arrasto para diversos valores de R e 6.
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Figura 3 — Representacao da resultante aerodinamica na polar de
arrasto.

Portanto, a polar de arrasto nada mais € que a representacao
da forca resultante aerodinamica desenhada em coordenadas
polares. E importante observar que cada ponto da polar de arrasto



corresponde a um angulo de ataque diferente, também é importante
notar que o grafico apresentado na Figura 3 possui seus valores
dados em relacao as forcas aerodinamicas de sustentacao e arrasto,
porém normalmente a curva polar de arrasto de uma aeronave é
apresentada em termos dos coeficientes aerodinamicos Cp e Cr. Em
ambas as situacodes, a curva obtida sera exatamente a mesma.

Para uma maior eficiéncia aerodinamica da aeronave, pode-se
perceber que quanto maior for o valor do angulo &, maior sera a
relacao obtida entre a forca de sustentacdao e a forca de arrasto e
conseqUentemente menor sera a parcela referente ao arrasto
parasita, fazendo dessa forma com que a curva polar se aproxime
muito do eixo vertical. A situacao ideal para o projeto aerodinamico
seria um angulo 6 igual a 90°, pois dessa forma, todo o arrasto seria
eliminado da aeronave, porém isso € uma situacao impossivel de se
obter na pratica, e, portanto, uma maneira muito eficaz de se
melhorar a polar de arrasto de uma aeronave é tentar reduzir o
quanto possivel o arrasto parasita e também o arrasto induzido da
aeronave.

Para toda polar de arrasto existe um ponto no qual a relacao
entre Cr e Cp assume o seu maximo valor, esse ponto € denominado
na aerodinamica de ponto de projeto e representado na
nomenclatura por (L/D)max ou eficiéncia maxima Emax.

E importante ressaltar que este ponto representa na
aerodindmica da aeronave um angulo de ataque no qual & possivel
manter o voo obtendo a maxima forca de sustentacao com a menor
penalizacao de arrasto acarretando em importantes caracteristicas
de desempenho da aeronave.

Como forma de se determinar o ponto de projeto de uma
aeronave a partir da sua polar de arrasto, a Figura 4 mostra a
localizacao desse ponto e as Equacdes de (6a) a (6j) fornecem um
subsidio matematico para a determinacdao do coeficiente de
sustentacao de projeto denominado Cr* com o qual € possivel se
obter a maxima eficiéncia aerodinamica da aeronave.
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Figura 4 — Determinacao da relacao (L/D)max.



Pode-se observar na Figura 4 que o maximo valor de 6 e
conseqUentemente a maxima relacao Cr/Cp ocorera a partir de uma
linha tangente a curva polar de arrasto partindo da origem do
sistema de coordenadas (linha 0,2). Para qualquer outra posicao do
grafico que nao essa, a eficiéncia aerodinamica da aeronave sera
menor.

A partir de definicoes fundamentais do calculo diferencial e
integral, pode-se chegar a uma equacdo que permite obter o
coeficiente de sustentacdo de projeto, o correspondente coeficiente
de arrasto e a eficiéncia maxima da aeronave. Assim, a partir da
analise da Figura 4 observa-se que.
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Como forma de se obter o maximo valor de eficiéncia para a
aeronave, a definicao fundamental do calculo diferencial e integral
diz que a primeira derivada da funcdo deve ser igual a zero
(problemas de maximos e minimos), e, assim, o coeficiente de
sustentacao de projeto C.* pode ser obtido da seguinte forma.

C,o+K-C," d

=0 (6d)

Essa equacao reduz o sistema a um unico ponto no qual a
tangente de 6 assume o seu maximo valor e conseqlientemente a
eficiéncia aerodinamica da aeronave também sera maxima, portanto,
rearranjando os termos da equacao tem-se que,

C,” (Cp+ K- cL*Z)L*zo (6e)
dc,
o1 « d
CL ‘C1)0+K'CL *:0 (6f)

dc,



Derivando a equacao tem-se que,

_CDO'CL:' +K=0 (6g)
K=Cy, - CL*_Z (6h)
C
K= D102 (61)
CL*

E assim, o coeficiente de sustentacdo que maximiza a
eficiéncia aerodinamica da aeronave pode ser escrito da seguinte
forma,

C. == (6])

com correspondente coeficiente de arrasto dado por,
Cp' =Cpy+K-C,” (7)

e a eficiéncia aerodinamica maxima da aeronave calculada para o
ponto de projeto é€ dada por,

E. = (8)

mdx #

Durante a analise realizada no presente artigo se considerou
que o arrasto parasita da aeronave coincide com o minimo arrasto,
ou seja, o vértice da parabola coincide com o valor de Cpo para uma
condicdo de C. = 0. Porém essa situacao é utilizada para aeronaves
que possuem asas com perfil simétrico, para o caso de asas
arqueadas quando a aeronave se encontra no angulo de ataque para
sustentacao nula ar-0, o arrasto parasita tende a ser maior que o
minimo arrasto da aeronave que geralmente neste caso ocorre para
um angulo de ataque maior que ar-0o. Desse modo, a polar de arrasto
caracteristica assume uma forma similar a mostrada na Figura 5 e a
Equacao (9) é utilizada para o calculo da polar de arrasto da
aeronave.
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Figura 5 — Polar de arrasto nao simeétrica.

Cp = Cpin +K(CL = C i)’ (9)

D min

Normalmente na pratica a diferenca entre os valores de Cpo e
Cpmin € muito pequena e pode ser desprezada durante os calculos
sem acarretar interferéncias importantes no desempenho da
aeronave.

3 - Exemplo de aplicacao do modelo apresentado

Considere uma nova aeronave destinada a participar da
competicao SAE-AeroDesign com as seguintes caracteristicas
geométricas e aerodinamaicas:

Asa trapezoidal;

¢r=0,4 m;
c:= 0,2 m;
S =0,75 m?;
b=2,5m;
Crmax = 2,0;
Cpo = 0,045.

Em funcdo dos parametros apresentados, pode-se tracar a
curva polar de arrasto dessa aeronave com a utilizacdo do modelo
proposto no presente artigo da seguinte forma:

O primeiro ponto que deve ser determinado € o alongamento
da asa que pode ser obtido a partir da solucdo da equacao
apresentada a seguir, assim:

2
AR=L"
S
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AR = 25
0,75
AR =833

A relacao de afilamento que representa o quociente entre a
corda na raiz e a corda na ponta da asa é obtida do seguinte modo:
Ct

A=
Cr
0,2
04
=05

Conhecidos os valores do alongamento e da relacdo de
afilamento € possivel se determinar o fator de arrasto induzido e o
fator de eficiéncia de envergadura a partir do grafico proposto por
Anderson e representado na figura a seguir.

A analise do grafico da Figura 6 mostra que o fator de arrasto
induzido é 6 = 0,018.

1
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Figura 6 — Fator de arrasto induzido.

O fator de eficiéncia de envergadura € calculado a seguir
segundo metodologia proposta por Anderson.
1

e=——:
1+06
1

e=———
1+0,018

e=0,982
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Pela solucao da Equacao (5), chega-se ao valor do coeficiente

de Oswald para a aeronave.
e=0,75 ¢

e=0,75-0,982
e=0,736

Com a solucdao da Equacao (4), determina-se o valor da
constante de proporcionalidade K.
1

T-e,-AR
_ 1
7-0,736-8,33
K =0,05194

Portanto, a equacao que define a polar de arrasto dessa
aeronave pode ser escrita da seguinte forma.

C, =0,045+0,05194 - C,*

Para o tracado do grafico € necessario inicialmente se montar
uma tabela de dados com o C; variando de O até Crmax. No problema
proposto, a tabela sera montada considerando um incremento de 0,2
nos valores do C., porém é importante citar que quanto maior o
numero de pontos avaliados mais precisa sera a curva obtida.

Antes de se apresentar a tabela resultante da analise, sera
mostrado o calculo que foi realizado para a obtencado dos dois
primeiros pontos da curva.

Para C, =0
C, =0,045+0,05194-0

C, =0,045

Para Cr = 0,2
C, =0,045+0,05194-0,2°

C, =0,047

Este procedimento deve ser repetido para cada ponto a ser
avaliado durante a construcao do grafico. A tabela resultante da
analise € apresentada a seguir juntamente com o respectivo grafico
da polar de arrasto dessa aeronave.
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O coeficiente de sustentacao de projeto € obtido pelo calculo da
Equacao (6j).

. |C
C =2
c o | 0045
L 0,05194
C, =093

O correspondente coeficiente de arrasto é.
C, =Cp+K-C,°

C,” =0,045+0,05194-0,93

C,’ =0,089
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E por fim a eficiéncia maxima da aeronave € dada por.

*

E . = C,
D*
093
"0,089
E, . =1044

Esse resultado indica que para esta condicdo de voéo, a
aeronave € capaz de gerar 10,44 vezes mais sustentacdo do que
arrasto.

Este exemplo procurou mostrar de forma clara e objetiva como
estimar a polar de arrasto de uma aeronave, porém outros métodos
podem ser encontrados na literatura aeronautica. E importante citar
que o modelo apresentado € valido apenas para escoamento
subsonico e que os resultados obtidos sdo muito satisfatorios para o
proposto do projeto AeroDesign.

4 - Conclusoes

No presente artigo foi apresentado um modelo analitico para a
determinacao e tracado da polar de arrasto de uma aeronave leve
operando em regime de voo subsonico destinada a participar da
competicaio SAE-AeroDesign. Como principais conclusdées do modelo
apresentado podem-se citar:

a) O modelo apresentado permite estimar com boa precisdo a
equacdo e a curva que representa a polar de arrasto da aeronave em
estudo.

b) O método apresentado pode ser aplicado para o projeto
aerodinamico e de desempenho de qualquer aeronave operando em
condicoes de voo em regime subsonico.

c) a determinacdo da polar de arrasto permite ao projetista
determinar importantes caracteristicas de desempenho da aeronave
a partir da utilizacao do ponto de maxima eficiéncia aerodinamica.
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